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摘要:提出了二维势问题的杂交边界点求解方法。该方法将用于杂交边界元的修正变分原

理与移动最小二乘法结合起来, 不但具有边界元法降维的优点,而且是一种真正的无网格

方法,即:该方法既不需要插值网格,也不需要积分网格, 它的输入数据只是求解域边界上

的离散分布的点。数值算例表明:该方法的数值解与解析解吻合得非常好,并且收验速度

高。域内未知量的计算不需要象在边界元法和边界点法中做的那样,再一次沿边界积分。
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自从 Belytchko提出无单元伽辽金法( EFG)
[ 1]
以来, 无网格法越来越引起人们的兴趣和重视。

Bely tchko的无网格法,尽管函数插值不需要网格,但其“能量”积分仍然是在一个背景网格上进行。

不过该背景网格可以不与求解域重合,也不需要经过节点,它可以是覆盖整个求解域的任意规则网

格。尽管如此, EFG 还不能算是“真正的无网格法”。Zhu 等于1998年提出局部边界积分方程

( LBIE) [ 2] , 结合 M LS 函数插值方案,得到一个既不需要插值网格, 也不需要积分网格的“真正的无

网格法”。Mukherjee 等把 M LS 函数插值引入到边界积分方程中,提出了一种只需在边界上布置节

点的方法,称之为边界点法( BNM )
[ 3]
。这种方法的边界积分仍然需要边界网格。

LBIE是真正的无网格法,但需要在域内布点; BNM 只在边界上布点, 但要在边界上划分网格

用于数值积分。这里就产生一个问题: 是否可能存在一种方法, 该方法既象 BNM 一样仅在边界上

布点,从而降低求解问题的维数;同时又象 LBIE等方法一样,完全不需要任何网格(不论是用于插

值,还是用于积分) ,从而是一种真正的无网格法?答案是肯定的。这种方法就是本文提出的杂交边

界点法( Hybrid Boundary Node M ethod, HBNM)。该方法将用于杂交边界元的修正变分原理与移

动最小二乘法结合起来,实现了边值仅在边界上布点的真正的无网格边值问题求解方法。

1　二维势问题杂交边界点法的积分方程

��= L s∪� s　� s= �� s∩�

图1　求解域 � 和节点 SJ 的子域 � s

本节将用修正变分原理和 MLS 插值推导求解二维 Laplace

方程的杂交边界点法的积分方程。

如图1所示, 对于二维域 �, 其边界 �= �u+ �q , u-和 q-分别

是势已知的边界 �u和法向流已知的边界 �q 上的边界值, n是边

界外法向, ni 是法向分量。则Laplace 方程的边值问题可表示为

u , ii = 0 � x ∈ �
u = u

- � x ∈ �u

u , ini ≡ q = q
- � x ∈ �q

( 1)

　　本文提出的杂交边界点法基于修正变分原理。在修正变分原理中有三个相互独立的场函数。对

第22卷　第6期
2000年12月

　　　　　　
重 庆 建 筑 大 学 学 报

Journal of Chongqing Jianzhu University
　 　　　　

Vol. 22　No. 6

Dec. 2000

� 收稿日期: 2000- 05- 01

作者简介:张见明( 1965- ) ,男,湖北孝感人,工程师,硕士,主要从事无网格法的研究。



于势问题,这三个场函数是域内势函数u、边界上势函数u
~和边界上法向流函数 q

~。相应的修正泛函

�AB为

�AB =∫�
1
2
u, iu, id� -∫�q~( u - u

~) d� -∫�
q

q
-
u
~d� ( 2)

这里,边界势函数满足强制边界条件,即在 �u上　u
~= u

-。

由 ��AB= 0可以得到下面的弱积分方程:

∫�( q - q
~) �ud� -∫�u, ii�ud� = 0 ( 3)

∫�( u - u
~) �q~d� = 0 ( 4)

上述方程对任意子域都成立。例如,对于子域 � s,有下面的积分方程

∫�
s
+ L

s

( q - q
~) �ud� -∫�

s

u, ii�ud� = 0 ( 5)

∫�
s
+ L

s

( u - u
~) �q~d� = 0 ( 6)

子域 � s取为求解域 �与以节点 SJ 为圆心的一个小圆的交集(见图1)。

在方程( 5)和( 6)中, � s上的 u~和 q~由移动最小二乘法插值( MLS)为

u
~( s) = �

N

I = 1
�Ⅰ( s) u�I　q

~( s) = �
N

I = 1
�Ⅰ( s) q�I ( 7)

其中 �I ( s)为 MLS插值中节点 SⅠ的形函数(参见文献[ 3] )。为使 L s上的积分等于0。取 �u和 �q~为
MLS 插值中的权函数,即

�u( Q) = �q~( Q ) = v J ( Q) =

exp〔- ( dJ / cJ ) 2〕- exp〔- ( r J / cJ ) 2〕
1 - exp〔- ( r J / cJ )

2
〕

0≤ dJ ≤ r J

0 dJ ≥ r J

( 8)

求解域 � 内的势函数 u和某一方向上的流函数 q表示为

u = �
n

I= 1
UⅠx I　　q = �

n

I = 1

�U I

�n x I ( 9)

其中, U I 是以节点 P I 为源点的基本解; x I 是未知参数; n是边界节点总数。将( 7)、( 8)和( 9)式代入

方程( 5)、( 6) ,并略去方程( 5)中第二项,得到

�
n

I = 1∫�
s

�UI

�n v J ( Q) x I d� = �
n

I = 1∫�
s

� I ( s) v J ( Q ) q�I d�

�
n

I = 1∫�
s

U Iv J ( Q ) x Id� = �
n

I = 1∫�
s

�I ( s) v J ( Q) q�Id�
( 10)

对所有节点列出上面两个方程, 则得到求解该问题的方程组。除边界条件用节点的虚值与实值变换

方法施加(参见文献[ 4] )外,其他过程同普通边界元法。

2　算　例

本文给出了三个算例。

算例1　正方形域上的 Dirichlet 问题

该问题是一个2×2正方形域,在四条边界上都施加强制边界条件,如图2所示。其精确解为 u=

- x
3
- y

3
+ 3x

2
y+ 3xy

2
。每边均布20点, 对角线〔( 0, 0) , ( 2, 2)〕上势的计算值及理论值示于图3。

算例2　正方形域上的混合问题

该问题和第一个问题一样, 只是在四条边界的左右两边上改为施加自然边界条件。节点布置情

况亦同算例1。对角线〔( 0, 0) , ( 2, 2)〕上势的计算值及理论值示于图4。
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例1、例2的正方形域　　　　　　　例3无穷域上绕一圆柱的势流问题

图2　各算例的求解域几何及边界条件

图3　算例1的结果比较

算例3　无限域上的势流问题

考虑无限域中绕一圆柱的势流,利用对称性,取左上四分之

一域的一部分, ,几何结构及边界条件如图2所示。其精确解为 u

= y { 1- a
2 /〔y

2+ ( x- L ) 2〕}。对角线〔( 0, 0) , ( 2, 4)〕上势的计算

值及理论值示于图5。

3　结　论

图4　算例2结果比较　　　　　　图5　算例3结果比较

本文提出并实现了求解二维势问题的一种“真正的无网格法”——杂交边界点法。数值算例表

明:该方法具有很高的计算精度。

杂交边界点法与LBIE 及MLPG 相比,将求解问题降低一维。它的输入数据只是求解域边界上

的离散分布的节点,从而大大减少了前处理工作量, 适应于形状复杂的物体。对于三维问题,该方法

将具有更为明显的优势。

杂交边界点法与 BNM 或BEM 相比,具有下述优点:

( a)该方法绝对不需要任何网格,无论是用于插值, 还是用于积分,是一种“真正的无网格法”。

( b)域内未知量的计算不需要再一次沿边界积分,从而减少后处理计算量。

该方法能够很容易地推广到三维问题及弹性力学问题。

该方法前后处理简单, 极易与CAD软件接口,人工工作量小,因而具有良好的工程应用前景。

(下转第111页)
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discussed. 1. The opt im um posit ion of collocation point is reevaluated and it is found that accuracy of

integrals, especially the nearly singular integrals, is the key factor that influences the accuracy of

discont inuous boundary element analysis. 2. Discontinuous boundary element is em ployed for

combinat ion of FEM -BEM coupling procedure. The patch test , devised by Lu et al, is reconsidered. It

is dem onst rated that coupling procedure by discont inuous boundary element can achieve results of high

accurary.

Key words: Discontinuous BEM; Opt imum Collocat ion; Patch Test ; Neary-singular integ rals
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Abstract: A new regular hybrid boundary node method based on a modif ied functional and the moving

least squares approximation is developed in this paper, w hich combines the advantages of both the

MLBIE and the BNM . Numerical ex amples for the solut ion of 2D Laplace equat ion show that high

rates of convergence w ith mesh refinement and high accuracy of results w ith a small number of nodes

are achievable. No singularit ies are involved and no further integrat ion are required for comput ing the

unknow n variables inside the domain as in the conventional BEM and BNM .

Keywords: m eshless methods; regular hybrid boundary node methods; moving least square

approx im at ion
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