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偶页 

文章编号：1000-2472(200*)0*-000*-0* 

基于带约束前沿推进的四边形网格生成方法 

汪攀，张见明†，韩磊，鞠传明，池宝涛 

(湖南大学 汽车车身先进设计制造国家重点实验室，湖南 长沙 410082)  

 

摘  要：针对当前各种 Q-Morph 算法在生成四边形网格的过程中容易产生残余三角形这一缺

陷，本文提出了一种带约束的前沿推进算法，该方法是一种基于前沿推进思想的 Q-Morph 算法，由

当前前沿生成两条侧边和一条顶边，并删除其内部的三角形，从而将三角形网格合并生成一个四边

形网格，并在前沿推进的过程中加入了约束条件，从而可以有效的避免了残余三角形的产生，提高

了算法的效率和最终生成网格的质量。数值实验表明，本文提出的算法能够全自动生成质量较好的

四边形网格。 
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An Advancing Front Quadrilateral Mesh Generation Method with Constraint 

WANG Pan, ZHANG Jian-ming†, HAN Lei, JU Chuan-ming, CHI Bao-tao 

(State Key Laboratory of Advanced Design and Manufacturing for Vehicle Body, 

Hunan University, Changsha, Hunan 410082, china) 

Abstract: In view of the limitation of the current various Q-Morph algorithms that can generate isolated triangles in the 

process of generating quadrilateral mesh, a new advancing front method with constraint is proposed in this paper. The method is a kind 

of Q-Morph algorithm based on advancing front. First, the two side edges and one top edge are generated according to the current front. 

Then the triangles in the quadrangle are eliminated from the triangular domain. Finally a quadrilateral mesh is generated. Moreover, 

some constraining conditions are imposed on the advancing procedure to avoid generating isolated triangles, which can improve 

algorithm efficiency and mesh quality. Numerical experiments are presented to demonstrate that the new method could generate 

high-quality quadrilateral meshes for complex surface automatically. 
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 在求解各类工程和科学计算问题上，有限元法

或边界元法
[1-2]

已成为最有效的数值分析方法之

一，网格划分是数值分析前处理的重要部分，已成

为当前有限元或边界研究的重要领域。四边形网格

既可以直接用于壳分析，也可用于六面体网格的输

入，而且四边形网格在计算精度、计算效率等方面

均优于三角形网格，因此研究四边形网格生成算法

很有必要。四边形网格生成算法分为间接法和直接

法。其中直接法包括映射法，子域映射法
[3-4]

，铺

砖法
[5-6]

等，这些算法往往比较复杂或自适应性较

差。为了减少四边形网格生成的难度，通常采用间

接法
[7-8]

，Lee 等提出的 Q-Morph 算法
[9]
是典型的

间接法，间接法即先生成三角形网格，再将三角形

网格转化为四边形网格，常见的转化技巧有两种：

分解法，将一个三角形分解为三个四边形；合并法，

将两个相邻的三角形合并生成一个四边形
[10]

。合

并法在合并操作时会考虑生成四边形网格的质量，

因此其生成的初始网格要优于分解算法，合并算法

最大的难题在于最后会留下很多残余三角形，阻碍

了全四边形网格的生成，此时常见的解决办法是用

分解算法，将残余三角形分解为三个四边形，在通

过拉普拉斯优化进行局部光顺处理，但是处理过多

的残余三角形，不仅耗时较多，降低算法效率，也

会影响最终生成网格的质量。为了减少残余三角形
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的数量，Lo
[11]

尝试设置一些探索性规则来确定三

角形网格的合并顺序，胡向红等
[10]

在三角形合并

的过程中加入了约束条件，从而避免了残余三角形

的产生，但是该算法生成的网格质量较差。基于前

沿推进的思想，Owen 等提出了改进的 Q-Morph 算

法
[12-13]

，该算法改进 Lee 等提出算法中存在较多

不规则点的缺陷，目前这一算法得到广泛的实用，

并已集成到大型的商用有限元软件中。该方法可以

生成质量较好的四边形网格，但是在合并的过程中

也容易产生残余三角形。 

针对上述算法的不足，本文提出了一种基于带

约束前沿推进的四边形网格生成方法，该方法以

Owen 提出的 Q-Morph 算法为基础，以保证在前沿

推进的过程中，生成的四边形质量较好，并且在合

并操作的过程中加入了约束条件，以保证前沿推进

的过程中不会产生残余三角形，该算法能够自动高

效的生成质量较好的四边形网格。 

1  算法流程 

本文提出的算法是一种间接的四边形网格生

成方法，先利用推动波前法生成三角形网格，然后

基于 Q-Morph 算法以及前沿推进的思想，将三角

形的外边界作为初始前沿，从外向里推进，将三角

形网格合并生成四边形网格，其主要步骤及流程图

如下： 

1> 用推动波前法生成初始三角形网格。 

2> 取三角形网格的外边界，将其加入前沿链表，

作为初始前沿。 

3> 从链表中选取一条前沿作为当前前沿，将其作

为当前四边形的底边。 

4> 在底边的两个端点处生成两条侧边，侧边可以

是已经存在的边，也可以是通过对角交换获取

的边。 

5> 通过交换对角线操作获取顶边。 

6> 将底边、侧边、顶边生成一个四边形，并删除

里面包含的三角形。 

7> 通过局部优化改善四边形网格的质量和周围

三角形网格的质量。 

8> 更新前沿。 

 

图 1 算法流程示意图 

Fig.1 Flow chart of algorithm 

2  算法实现 

  基于前沿推进的 Q-Morph 算法主要包括：生
成侧边，生成顶边，删除四边形内的三角形，局部
光顺等几个主要的步骤(如图 2 所示)，具体实现过
程如下。

              

（a）当前前沿                （b）生成两条侧边              （c）生成顶边 

               

（d）删除四边形内的三角形      （e）四边形的局部光顺         （f）三角形的局部光顺 

图 2 四边形网格生成过程 
Fig.2 The process of quadrilateral mesh generation 
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2.1  侧边的生成 

下面介绍以 AB为前沿边，生成侧边 AD和

BC，步骤如下： 

1> 确定当前前沿和相邻前沿的角平分线，如图

3-a 所示的虚线。 

2> 计算与前沿结点相连的边与角平分的夹角，如

图 3-a 所示的 1 、 2 ，并取其中的最小值

),min( 21    

3> 根据 确定侧边的生成方式，如果   （本

文中  取 π/6）则直接以 对应的边作为侧

边，如图 3-b 所示的 BC。否则，采取交换对

角线的方式获取侧边，如图 3-d 所示的 AD。 

从侧边的生成过程可以看出，该方式生成的网

格质量相比传统的直接删除一条公共边生成的四

边形质量要好，当 较小时，直接取该边做侧边，

当 较大时，则必然存在分居角平分线两侧的边，

此时通过交换对角线得到的新边，则必然与角平分

线的夹角较小，即适合做侧边，因此，此方法总能

找到一条合适的侧边。 

 

（a）确定角平分线    （b）取合适的边做侧边 

   

（c）确定角平分线    （d）交换对角线得到侧边 

图 3 侧边的生成过程 

Fig.3 The generation of side edge 

2.2  顶边的生成 

在以 AB 为前沿边，生成侧边 AD和 BC 以

后，连接CD，CD即为顶边，但是很可能CD并

不是三角形中已经存在的边，此时需要通过交换对

角线，恢复边CD。对于任意的三角网，理论可以

证明，可以通过有限次对角线交换恢复给定的任意

一条边，具体步骤如下： 

1> 连接CD，得到所有与CD相交的三角形。如

下图所示的 0T 、 1T 、 2T 、 3T 。 

2> 由C点开始，依次交换 0T 、 1T 、 2T 、 3T 的对

角线，交换对角线时，如果相邻两个三角形构

成的四边形是凹四边形，则将对角线交换的过

程延后至下一次循环中进行。 

3> 当出现CD边时，循环终止，即得到了顶边

CD，否则进入步骤 2。直至恢复了顶边CD。 

 

（a）得到相交的三角形 （b）第一次交换对角线 

 

（c）第二次交换对角线 （d）第三次交换对角线 

图 4 交换对角线得到顶边 

Fig.4 Get top edge by exchanging diagonal 

2.3  删除内部三角形 

生成四边形 ABCD以后，需删除四边形内部

的三角形，本文删除内部三角形的方法也是基于前

沿推进的思想提出来的，具体步骤如下： 

1> 将四边形的四边形加入前沿链表中。 

2> 通过前沿向前推进，搜索到相邻的三角形，删

除该三角形，并判断该三角形另外两条边，

若该边为前沿边，则将其从前沿链表中删除，

否则将其加入前沿链表。 

3> 当前沿链表为空时，该过程结束，否则进入步

骤 2，直至前沿链表为空。 

 

（a）初始前沿  （b）第一次推进 （c）推进结束 

图 5 删除四边形内部的三角形 

Fig.5 Delete the internal triangle 

2.4  约束条件 

Owen 提出的 Q-Morph 算法
[13]

是以前沿推进

的方式生成四边形，但是在前沿推进的过程中，无

法保证待合并的三角形区域是一个单连通域，也就

是说三角形区域可能被前沿分割成几个相互独立

的区域，这就大大增加了产生残余三角形的概率，

为了解决此问题，可以在前沿推进的过程中加入约

束条件，以确保待合并的三角形始终是单连通域，

从而避免了残余三角形的产生。首先引入几个定

义。前沿边：位于四边形区域与三角形区域分界线
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上的边。前沿结点：位于前沿边上的结点。在以当

当前前沿（如图 6 所示的 AB）生成四边形单元的

过程中，可能出现的所有情况如图 6 所示。 

 
图 6 前沿推进过程中可能出现的 10 中情况 

Fig.6 Ten cases possible to occur in the process  

of advancing front  

从图 6 中可以看出，在（1）、（4）、（6）、（9）、

（10）所示的情形下，三角形区域在前沿 AB生成

四边形以后任然是一个单连通区域，此时可以以

AB为前沿生成四边形 ABCD，除此之外，在生

成四边形 ABCD后，前沿会将三角形区域分割成

多个块，从而可能会导致残余三角形的形成，此时

不能以 AB 为前沿生成四边形 ABCD 。用

nFrontNode 表示 ABCD中前沿结点的个数，

nFrontEdge表示 ABCD中前沿边的个数，则前

沿推进的约束条件可以归纳如下： 

（1） nFrontNode = 2； 

（2） nFrontNode = 3， nFrontEdge  = 2； 

（3） nFrontNode = 4， nFrontEdge  > 2；  

因此，只有满足这三个条件之一，才可以生成四边

形。此外，除了上述 10 种情况以外，还有一种特

殊情况，如图 7 所示。 

 
(a) 初始前沿   (b) 特殊处理方法  (c) 前沿更新 

图 7 前沿推进过程中的特殊处理 

Fig.8 Special handling in the process of advancing front  

在常规的前沿推进的过程中，若出现如图 8-a

所示的情形时（粗线段为前言），以 AB为前沿，

在形成侧边时（如图 8-b 所示），若 1 满足要求，

则 BD是一条侧边，生成的如图 8-b 所示的四边形

ABDE，更新前沿后则会产生如图 8-c 所示的残

余三角形 BCD。若在前沿推进的过程中，加入上

述约束条件，则可以避免残余三角形的产生，因为

生 成 图 8-b 所 示 的 四 边 形 ABDE 时 ，

nFrontNode =4，nFrontEdge =2，不满足约束条

件，此时不能生成四边形，然后循环前沿链表中的

下一前沿 BC，对于可能生成的四边形 BCDE（如

图 9-a 所示）， nFrontNode =4， nFrontEdge =3，

满足约束条件，则可生成四边形单元，更新前沿后

如图 9-c 所示，同理，再以 EF 为前沿时生成四边

形 EFAB，更新前沿后如图 9-d 所示，显而易见，

经过了带约束的前沿推进操作，生成了四边形

ABDE和 EFAB后，三角形区域仍是一个单连通

域，没有残余三角形的产生。从图 9 可以看出，带

约束条件的前沿推进不会产生残余三角形，从而避

免了处理残余三角形这一复杂程序带来的时间消

耗，以保证生产高质量的全四边形网格，提高了算

法效率和网格质量。

 

（a） AB为当前前沿   （b） AB前沿生成四边形  （c）前沿更新 

图 8  常规的前沿推进 

Fig.8 General front advancing process 

 
（a）初始前沿   （b） BC前沿生成四边形（c） BE前沿生成四边形 （d）前沿更新 

图 9  带约束条件的前沿推进 

Fig.9 Front advancing process with constraint condition 
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3  数值算例 

本文采用几何准则对生成的网格质量进行评

价。如图 10 所示的四边形 ABCD，连接其对角线

AC、BD，得到 ABC、ABD、CDB、CDA 四个三

角形，先计算这四个三角形的质量因子，然后根据

这四个三角形的质量因子，得到四边形 ABCD 的

质量因子。 

 

图 10 四边形网格的质量因子 

Fig.10 Quality factor of quadrilateral mesh 

 

其中三角形的质量因子 [9]
定义如下： 

222
32

CABCAB

S ABC


   

 的意义就是三角形的面积与边长的平方和之

比， 0 1  ， 越大表示质量越好，令四个三

角形 ABC 、 ABD 、 CDB 、 CDA 的 因子依次为

1 、 2 、 3 、 4 ，假设 1 2 3 4      ，则

四边形 ABCD的质量因子  [14]
定义如下： 

21

43




 

 

其中 0 1  ，  越大表示网格质量越好。 

为了说明本文提出算法的优越性，下面给出一个带小孔的平板的算例（因为对称性，在分析时取其 1/4 即

可）。并和 Owen 的算法
[13]

以及胡向红的算法
[10]

进行对比，如图 11 所示。 

               

(a) Owen 的算法
[13]

               (b) 胡向红的算法[10]                 (c) 本文的算法 

图 11 三种方法的网格划分示意图 

Fig.11 Quadrilateral mesh generated by three different methods 

表 1 网格质量数据 

Tab.1 Quality data for meshes 

采用算法 三角形个数 最小    均值 

文献 13 4 0.383 0.871 

文献 10 0 0.308 0.705 

本文  0 0.425 0.866 

从图 11 和表 1 中可以看出： Owen 的算法
[13]

生成的四边形网格质量较好，但是有残余三角形的

存在。胡向红的算法
[10]

生成的网格没有残余三角

形，但是网格质量较差。本文提出的算法可以有效

的解决上述两种算法的不足，生成高质量的全四边

形网格。为了进一步说明本文提出算法的可行性，

下面给出一个复杂多连通域实体的表面网格划分

（如图 12 所示）。 

 

图 12 复杂实体的网格划分 

Fig.12 Quadrilateral mesh generation for complex solid 

4  结 论 

本文提出的算法是一种间接的四边形网格生
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成方法，该方法基于前沿推进的思想，在单个前沿

推进的过程中，取合适侧边和顶边，控制当前前沿

生成的网格质量，并在推进的过程中加入约束条

件，避免了残余三角形的产生，数值算例表明该算

法能够生成质量较好的四边形网格。相对于常规的

前沿推进算法，本文的方法可以有效的避免残余三

角形的产生，提高了算法的效率和网格生成的质

量。相对于胡向红的区域生长算法
[10]

，本文的方

法可以有效的控制当前四边形的质量，从而使最终

生成的网格质量有显著的提高。 
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