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摘 要：主要介绍了一种新的基于子域分解的混合网格生成方法。该方法首先用映射法生成结构化背

景网格，并确定实体表面上包含的小孔、键槽等小特征在背景网格中的位置，然后删除这些小特征覆盖的

背景网格，并在这些区域内生成三角形网格，最后将剩余的背景网格和生成的三角形网格合并，即得到整

个目标域的网格。该算法综合了映射法效率高、网格质量好、四边形网格计算精度高以及三角形网格几何

适应能力强的优势。数值实验表明，针对复杂的实体表面，新方法能够全自动的生成质量较好的混合网格，

生成的网格质量及算法效率均优于传统的推进波前法和铺砖法。 
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Abstract：A new hybrid mesh generation method based on subdomain decomposition is proposed in this 

paper. First, the structured background mesh is generated by mapping method and the location of small feature 

such as hole and keyway is determined. Then, the meshes which are covered by small feature are eliminated from 

background mesh, and unstructured triangular mesh is generated in this region. Finally, the mesh of target domain 

is obtained by combining the background mesh and the unstructured triangular mesh. It is capable of preserving 

the advantages of mapping’s high efficiency and high quality of the meshes, high computational accuracy of 

quadrangle mesh and the powerful geometric adaptive capacity of triangle mesh. Numerical experiments are 

presented to demonstrate that the proposed method could generate high quality hybrid meshes for complex surface 

automatically, the quality of resulting meshes and the algorithm efficiency are superior to traditional methods such 

as advancing front method and paving. 
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0 引言 

在求解各类工程和科学计算问题上，有

限元法或边界元法
[1-2]

已成为最有效的数值

分析方法之一，其中网格的划分，直接影响

计算精度和计算效率。在表面网格剖分方法

中，三角形网格的自动生成技术已经相当成

熟，如 Delaunay 三角剖分算法
[3-4]

，前沿推

进法(Advancing Front Method, AFM)
 [5]

等。

在实际应用中，结构化的四边形网格在计算

精度和计算效率上都优于三角形网格，但是

相对于三角形网格的自动生成，四边形网格

的自动生成算法不是很成熟，常见的四边形

网格生成算法有映射法
[6]
、Q-Morph 算法

[7-8]
、铺砖法

[9-10]
，而且这些算法往往比较

复杂，效率低，或者生成的网格质量不好。 

在机械产品中，经常遇到含有小孔，键

槽等小特征的零部件，在这些零部件中，若

忽略这些小特征，则有一部分零部件的实体

表面可以用映射法或子域映射法生成质量

非常好的结构化四边形网格，可是由于这些

小特征的存在，无法用映射法生成结构化网

格，为了解决这一问题，本文提出了一种新

的基于子域分解的混合网格生成方法，新方

法是基于“分而治之”思想的提出的一种多

子域方法，该方法首先将复杂的目标域分解

为多个简单的子域，然后在各个子域上进行



网格剖分，最后将各个子域的网格数据进行

组装，从而得到整个目标域的网格。对于带

小孔、键槽等小特征的表面，可将目标域的

网格分为两块，第一块是背景网格中删除小

孔覆盖的区域后剩余的网格，这一部分区域

不需要进行网格划分，取有效的背景网格即

可，第二块是包含小特征的一个矩形空腔，

这一部分区域相对狭小，且无规则，对这一

子块进行网格剖分的时候，可以选用健壮性

较好的算法生成非结构化的三角形网格。本

文生成的网格是用于边界元软件开发的前

处理过程，由于边界元法特殊的优势，面与

面之间的网格可以不连续。 

1 四边形质量因子 

网格质量直接影响计算精度，本文采用

几何准则对生成的网格质量进行评价。如图

1 所示的四边形 ABCD，连接其对角线 AC、

BD，得到四个三角形 ABC 、 ABD 、 CDB 、

CDA ，先计算这四个三角形的质量因子，

然后根据这四个三角形的质量因子，得到四

边形 ABCD 的质量因子。 

 
图 1 四边形网格的质量因子 

Fig.1 Quality factor of quadrilateral mesh 

三角形的质量 因子定义如下： 
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  ， 

 的意义就是三角形的面积与边长的

平方和之比， 10  ， 越大表示质量

越好，令四个三角形 ABC 、 ABD 、 CDB 、

CDA 的 因子依次为 1 、 2 、 3 、 4 ，

假设 4321   ，则四边形 ABCD

的质量 因子定义如下： 
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2 算法原理 

本文提出的算法是一种基于子域分解

的网格生成方法，该方法将一个复杂实体表

面分解多个子域，然后在子域上进行网格划

分，最后将子域网格合并，得到整个目标域

的网格，其主要步骤如下： 

1) 生成背景网格 

以外边界为基础，用映射或子域映射法

生成结构化的四边形网格，结构化网格有很

多优点：网格生成的速度快，网格生成的质

量好，数据结构简单，算法效率高。 

2) 确定小孔的位置 

点在背景网格中的位置用参数 colN 、

rowN 表示，其中 colN 表示在背景网格中的

列数， rowN 表示在背景网格中的行数。为

了确定小孔的位置，首先离散小孔边界得到

一系列的点，然后计算这些点对应的 colN 、

rowN ，最后通过这些点在背景网格中的位

置来确定小孔的位置。 

3) 生成三角形网格 

去除小孔覆盖的背景网格，得到一个空

腔，将此空腔，和空腔包含的小孔作为前沿，

运用其他健壮性较强的网格生成算法（本文

是用推进波前法）生成三角形网格。 

4) 数据的组装 

将有效的结构化四边形网格和非结构化

三角形网格组装起来，得到整个目标域的网

格数据。 

3 算法实现过程 

3.1 确定小孔在背景网格中的位置 

小孔在背景网格中的位置由 colLN 、

colRN 、 rowDN 、 rowUN 四个参数确定，其中

colLN 、 colRN 表示矩形框从第几列到第几

列， rowDN 、 rowUN 表示矩形框从第几行到

第几行。具体方法如下：首先将小孔的边界

离散，得到一系列的点，在参数空间，计算

这每一个点在背景网格中的位置 colN 、

rowN 。在图 2 所示的背景网格中，假设点 P

A

D C

B



在参数空间的坐标为 ),( vu ，第 1 行 1 列的

点设为基准点，如图 2 所示的 ),( 00 vu ，设U

向离散段数为 UN ，V 向离散段数为 VN ，

则 colN 和 rowN 可以通过下式计算： 

col 0 max min( ) / ( ) UN u u U U N   

row 0 max min( ) / ( ) VN v v V V N   
 

 

图 2 点在背景网格中的位置 

Fig.2 The location of point in the background 

mesh 

图 3 所示的背景网格中，由于在参数空

间，相邻的节点不是等距的，所以不能用图

2 中的方法求 colN 和 rowN ，此时应按如下方

法计算：假设背景网格总的行数为 1N ，

总的列数为 1M ，标记背景网格中任意一

个节点的坐标为 ),( nm vu ，其中m 表示例

数，n表示行数，假定P点的坐标为 ),( vu ，

首先确定 P 点所在的列，若 P 点在

),( 0vum ， ),( 01 vum ， ),( 1 Nm vu  ， ),( Nm vu

所构成的矩形框内，则有 colN m ，然后在

确定 P 点位于哪一行，若点 P 在 ),( nm vu ，

),( 1 nm vu  ， ),( 11  nm vu ， ),( 1nm vu 所构成

的矩形框内，则有 rowN n ，此时点在背景

网格中的位置坐标 col row( , )N N 为 ),( nm 。 

 

图 3  点在背景网格中的位置 

Fig.3 The location of point in the background 

mesh 

在得到的 colN 、 rowN 的集合中， colLN

等于最小的列数， colRN 等于最大的列数，

rowDN 等于最小的行数， rowUN 等于最大的

行数。实际操作中，可以根据需要适当的将

空腔扩大，避免了空腔与小孔边界构成的区

域过于狭长而导致生成的三角形网格质量

不理想。 

3.2 确定有效的背景网格 

小孔覆盖的背景网格是无效的，这一部

分的网格数据需要去除，如何快速的定位这

些无效的网格数据，将在很大程度上影响网

格生成的效率。假设小孔在背景网格中的位

置参数已确定，为 colLN 、 colRN 、 rowDN 、

rowUN ，则小孔覆盖的无效节点在存储节点

的一维数组 [ ]Node 中的位置可以通过下式

计算： 

rowD rowU( 1; ; )for i N i N i      

colL colR( 1; ; )for j N j N j      

   [ ] ;UNode k N i j    

确定了这些无效的点后，通过结构化网

格的拓扑关系搜索到与这些无效的节点连

接的边，标记这些搜索到的边为无效边，小

孔覆盖的无效的单元在存储单元的一维数

组中 [ ]Cell 的位置可以用下式计算： 

);;(  iRowUiRowDifor  

 );;(  jColRjColLjfor  

[ ] ( 1) ;UCell k N i j     

在背景网格中，去除这些无效的节点、

边、单元之后，得到一个空腔。相对于整个

目标域而言，此空腔相对狭小，在此狭小的

空腔内，本文是用比较成熟且自适应能力较

强的推进波前法生成非结构化的三角形网

格。 

3.3 得到前沿 

用合适的尺寸对小孔进行离散，得到一

系列的离散点，这一系列的点以及空腔的边

界，即为新的前沿，将新的前沿加入到前沿

链表中，作为推进波前法的初始前沿，在基



于八叉树以及自适应尺寸场共同作用的尺

寸控制方式下，可以生成质量良好且过渡均

匀的非结构化三角形网格。由于每次输入推

进波前法的空腔以及空腔内包含的小孔必

须一一对应，因此，当实体表面上包含多个

小孔时，应对其小孔进行循环，每次输入一

个空腔以及其包含的小孔，当小孔所对应的

空腔有重叠时，会导致前沿相交，无法形成

封闭的前沿，此时应对空腔进行特殊的处

理，将重叠的空腔合并，得到一个连续的封

闭的环，并将其加入前沿链表，合并前后的

空腔前沿如图 4 所示。 

  

（a）合并前            （b）合并后 

图 4 空腔前沿 

Fig.4 The front of cavities 

3.4 边界处网格质量的改善 

实际计算中，边界处的网格质量尤为重

要，本文采用的推进波前法可以在边界处生

成质量较好且过渡均匀的三角形网格，但是

在同等条件下，其计算精度和效率还是低于

质量较好的结构化四边形网格。为了改善小

孔附近的网格质量，我们可以在小孔边界处

以按层推进的方式铺设结构化四边形网格，

推进的层数由小孔边界与空腔的最近距离

决定，假设推进的层数为N ，小孔边界与空

腔的最近距离为 minD ，网格尺寸为 size，

则有 2/min  sizeDN ，其中减 2 的几何

意义是预留 2 层，使得这部分过渡区域能够

用推进波前法生成质量相对较好的三角形

网格，当铺设好的四边形网格边界与空腔边

界较近时，即使是自适应能力较强的推进波

前法也无法生成质量较好的三角形网格。如

图 5 所示的情形，小孔边界推进的层数为 2，

如图 6 所示的情形，小孔的边界与空腔边界

距离较小，此时推进的层数为 0。 

 
图 5 边界推进层数为 2 

Fig.5 The layer of boundary advancing is 

two 

 

图 6 边界推进层数为 0 

Fig.6 The layer of boundary advancing is zero 

有时候会遇到小孔理想的离散尺寸远

小于全局的网格尺寸，在这种情况下，为了

满足计算精度，小孔附近的网格尺寸不宜过

大，由于网格连续性，这就会导致网格数目

的增加，为了解决这个问题，本文引入了过

渡单元，既满足了小孔附近较小的网格尺

寸，从而保证了计算精度，又满足了背景网

格较大的网格尺寸，从而减少了网格数目，

网格划分如图 7 所示。 

 

图 7  添加过度模块后的网格划分 

Fig.7 The mesh generation with Transition 

template 

综上所述，实现此算法的流程如下： 

1. 用映射法或子域映射法生成结构化的四



边形背景网格。 

2. 确定每个小孔在背景网格中的位置，然

后删除这些小孔覆盖的背景网格。 

3. 根据小孔在背景网格中的位置，对小孔

进行分组，将空腔重叠的小孔分为一组，

并对其空腔进行合并操作，假设小孔分

为 N 组。 

4. );;0(  iNiifor  

{ 

4.1 得到小孔对应的空腔的前沿。 

4.2 离散小孔，得到实体边界的前沿。 

4.3 根据实体边界前沿与空腔的距离，选

取合成的推进层数，生成结构化四边          

形网格。 

4.4 将上述前沿输入推进波前法生成三角

形网格； 

} 

5. 将有效的背景网格和生成的三角形网格

进行组装，得到整个目标域的网格数据，

组装后的网格在三角形和四边形的交界

处满足网格连续性。 

4 算例 

下面给出四个常见的机械零部件模型的

混合网格划分实例，其中图 8-a 是带孔洞的

垫片，图 8-b 是法兰盘，图 8-9 是阶梯轴，

图 9 是带焊缝的钢架。

      

(a)                           (b)                       (c) 

图 8 垫片、法兰盘及阶梯轴的混合网格划分 

Fig.8 The hybrid meshes of the shim and flange and stepped shaft 

 

图 9  带焊缝的钢架的混合网格划分 

Fig.9 The hybrid mesh generation of steel frame with welds 

焊缝处局部附近放大视图 2 

焊缝处局部附近放大视图 1 



从图 8、9 可知，本文提出的新方法在

实际应用中的可行性，在网格分布上，从区

域上来说是大部分区域的结构化四边形网

格和少部分区域的非结构化三角形网格。需

要特别指出的是，对于带焊缝的钢架模型，

由于系统误差或布尔操作等原因，使得CAD

数据中存在着小短边、窄面和不光滑边界等

常见人工特征
[11]

 ，这些特征使得生成的网

格质量较差，甚至会导致网格划分失败，如

用铺砖法生成四边形网格。对经过拓扑修复

后的钢架模型，用传统的推进波前法则对钢

架进行网格划分，会生成 43576 个节点， 

73786 个单元，采用本文介绍的新方法，生

成的节点数和单元数分别为 36518、43267，

由此可见，新方法较大幅度的减少了生成网

格的规模。为了进一步说明新方法优越性，

将法兰盘和阶梯轴中用新方法进行网格划

分的实体表面分别用推进波前法和铺砖法

进行网格划分，网格划分结果如图 10 及图

11 所示，并对其生成的网格数量、质量及效

率进行对比，结果如表 1 所示。

    
图 10 法兰盘的三角形网格及四边形网格生成      图 11 阶梯轴的三角形网格与四边形网格生成 

Fig.10 The mesh generation of the flange   Fig.11 The mesh generation of the stepped shaft 

表 1 网格数量、质量及三种方法效率的对比 

Tab.1 Comparison of quality and number of the mesh and efficiency of the three methods  

  网格数量及质量分布                               

方法      三角形                       四边形                        

新方法      356      0.527     0.938       567       0.885    0.925       923      488 

AFM       1612      0.527    0.978        --        --         --        1612     2260 

铺砖法       --        --         --       614        0.197    0.794       614      9130 

新方法     164       0.731    0.985       208        0.999    1.000       372      447 

AFM       732       0.772    0.988        --        --         --        732      1253 

铺砖法      --        --         --        279        0.262    0.821       279      2167 

 

从表 1 可知，相对于推进波前法，新方

法生成的网格数量减少了近 1/2，在耗时上，

对于法兰盘和阶梯轴，用新方法的耗时分别

为推进波前法的 1/5 和 1/3 左右；相对于铺

砖法，新方法较大程度的提高了生成网格的

质量，且耗时分别为铺砖法的 1/18 和 1/5。 

5 结论 

本文提出的新方法相对于传统的网格

生成方法，尤其独特的优势，具体如下： 

（1） 新方法生成的网格是由绝大部分区域

的结构化四边形网格和少数区域的三角形

网格组成，整个目标域的网格质量较好。 

（2）新方法充分利用了映射法算法简单，

效率高，生成的网格好等优势，同时利用了

推进波前法几何自适应能力强的优势。 

数值实验表明，本文提出的算法能够针

对复杂实体的表面全自动的生成质量较好

的混合网格，且算法效率较高。 
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