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摘要：本文将边界面法应用于多域问题稳态热传导的计算，提出了一种新的实现方法，称

之为多域边界面法(MD-BFM)。文章在边界面的基础上，仿照单域问题，推导了多域问题稳态热

传导的矩阵组装的方式，得出其离散的边界积分方程，温度等未知量即可求出。文中将多域边界

面法应用于某包含 62 个浇筑层（共 125 个域）的大坝的稳态热传导分析，得出其温度场分布图，

并和有限元计算结果进行了比较，温度最大值均为 20.7℃，且温度分布等值线高度吻合，但多域

边界面法采用了更少的网格。对大坝这样的大规模工程问题进行计算的结果证明，本文所提出的

多域边界面法可以应用于稳态热传导问题，并且相较于其他方法（例如有限元法），具有同等精

度，并且消耗更少的人力。 
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计算机辅助工程(CAE)对于推动产品研发具有重大的意义。目前 CAE 的发展已比较成熟，

许多成熟的商业 CAE 软件正在被广泛地采用。但 CAE 仍面临许多难题[1,2]，比如如何离散复杂

几何的单元才能进行有效计算，如何处理大规模工程问题的数值计算。陆续涌现出的有限差分法

(FDM)、有限体积法(FVM)、有限元法(FEM)[3]和边界元法(BEM)[4,5]都未能很好地解决这些问题。

而目前大多数 CAE 软件采用的是有限元法。 



有限元法需要对整个求解域进行离散，将会产生一个很大的代数方程组。对于求解三维(3-D)
复杂的实体，尤其是含有细小特征时，离散为可以进行有效计算的实体单元往往比较困难。并且，

有限元法的基于所求物理问题控制方程和边界条件的等效积分“弱”形式，其试函数要求至少具

有一阶连续性。导致应力精度总是比位移精度低一阶，但在实际问题中更关注于应力值，比如产

生应力集中的部位及其最大值。 
相较于 FEM，边界元法(BEM)[6,7] 弥补了有限元法的不足，是一种更加有效的数值方法。它

具有等几何分析的特点，使其便于模拟复杂的几何形状。边界元法基于边界积分方程，只需对求

解模型的边界进行离散，使求解的问题域降低了一级，大大简化了分析和计算。并且边界积分方

程采用问题的解析基本解，具有更高的精度。然而，在传统的边界元法中，三维 CAD 几何模型

被离散成边界元分析模型后，CAD 模型的原始几何信息基本被丢掉，这会从根本上导致计算精

度的问题[8]，有些甚至对计算起着决定性的作用，并且导致设计和分析成为了两个相互独立的过

程。由于 CAD 模型和分析模型的分离，在边界元自适应网格细分过程中，需要反复地与 CAD
系统进行交互，而每个交互的过程是很繁琐的。 

为了克服上述缺点，张见明教授[8,9]在边界元法[4]和边界点法[8]的基础上，创造性地提出了边

界面法(BFM)。在该方法中，对边界的数值积分和场变量的插值都在边界曲面的二维参数空间中

进行，CAE 分析是直接在 CAD 模型上进行的，实现了复杂结构的 CAE 分析自动化。由于 CAE
模型与 CAD 几何模型融为了一体，不管网格离散有多么粗糙，分析模型在几何上都是精确的。

并且，自适应网格细分过程中,不需要再与 CAD 系统反复地进行交互, 使自适应分析变得简单
[8,9]。 

目前边界面法已经取得了许多研究成果，覃先云等人开发了一套参数曲面内网格自动生成

的算法[10-12]，使 BFM 向实际工程应用迈出一大步。在覃先云的方法中，单元定义和网格的划分

都在边界表面的参数空间中进行。谷金良等人提出在 BFM 中用 B 样条插值方案来做物理变量的

近似[15-17]，并将其成功地应用于稳态热传导问题和弹性静力学问题，并且通过在几何模型中采用

相同的插值方案，谷金良等人实现了边界面法的等几何分析。庄超等人实现了基于几何模型的

BFM[18]，其几何模型通过细分曲面成型技术构建。张见明等人通过快速多级子算法、自适应交

叉拟合（ACA）和分级矩阵（H-matrix）[17,18]技术，成功地将计算量级从 O(N2)降至 O(NlogN)，
使边界面法的大规模工程应用成为可能[19]。 

以上所提及的边界面法的应用，都是基于单域模型。然而，在工程实际分析中，往往存在

有许多复杂的结构，这些结构需要被分割成多个子域。本文将边界面法的应用延伸至多域模型的

稳态热传导问题。在多域问题中，矩阵的组装是至关重要的，文中以三个两两相交的域为例，给

出矩阵组装的过程。然后，文章以某大坝为例，按照大坝的真实施工过程、施工参数和现场实验

所得的材料参数，并查阅资料[20]，进行仿真分析，研究坝体的温度分布状况，给出大坝采用多

域边界面法进行稳态热传导计算的数值结果，并和有限元法（采用 Abaqus 软件）的结果进行了

对比。 

1 三维稳态热传导问题的边界面法 

1.1边界积分方程 

三维稳态热传导问题可以如下表示： 
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式中的整个边界为。 u 和 q 位势已知边界和法向流已知边界，u 和 q 分别是其边

界值。 n是边界外法向矢量， in 是法矢量分量， 1, 2,3i  。  

把上述问题转化为等效边界积分形式： 

 ( ( ) ( )) ( , ) ( ) ( , )s su u q d q u d
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式中，y , s分别为边界上的源点和场点。q u n   代表边界法向流量，us(s, y) 和 qs(s, 
y) 代表相应的基本解，它们分别满足：                                             
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其中，r 是源点和场点之间的距离。 

1.2 边界积分方程的离散 

本节介绍了一种基于表面单元的 Lagrange 近似。面单元定义在表面的二维参数空间而

不是在物理空间或者其他的参数空间，这样所考虑的边界积分的几何数据可以通过参数转换

直接进行计算，这样的参数变换与参数空间的映射方案相同。换言之，可以精确得到积分中

的几何信息。下面我们以四节点四边形单元为例，进行物理变量的近似。 

  

图 1 四节点面单元及其坐标变换 

在这里我们构建的形函数如下： 
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这些形函数只用于边界表面上的物理变量的近似，几何数据保持精确值，这是和传统边

界元法的主要区别。 
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其中，x=x(u, v), y=y(u, v) ，z=z(u, v), uk和 qk分别是边界节点上的温度值和法向流量，

N 为所有插值点的个数。 

采用这样的近似方案后，边界积分方程(2)离散为： 
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把场点分布到每一个插值点后，边界积分方程可组装成： 
 Gq Hu 0                                      (9) 

其中， 
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上式中， j 为形函数 ( )kN s 值不为 0 的边界单元，数量记为 Num。 

将方程(9)进行变换，使未知量移到左边，已知量移到右边，形成线性组，  

AX = b                                 （12） 

式中，X是 ku 或 kq 的未知数向量。求解方程(12)，就可以得到所有节点 k ( 1,2... )k N 上

未知量 ku 或 kq 的值。根据节点上的值，相应地可以求得边界上和域内任意一点的势和流量

值。 

2 多域边界面法在三维稳态热传导问题中的应用 

本章首先介绍单域问题的矩阵组装，然后仿照单域问题，推导稳态热传导问题的多域边

界面法的边界积分方程及其矩阵组装。由于给定第一类（温度、位移）或者第二类（热流密

度、面力）边界条件时矩阵的组装较容易，这里我们只介绍含有对流边界的矩阵组装方法。 

2.1 单域稳态热问题矩阵的组装 

假设问题中同时含有三类边界条件： 

a. 温度边界： ( ) ( )         uu u x x x                                          (13) 

b. 热流密度边界： ( ) ( )         qq q x x x                                      (14) 

c. 对流边界： ( ) ( ( ) )         Rq h u u  x x x                                     (15) 

其中，h 表示对流系数，u 表示流经固体表面流体的平均温度。 

单域问题的边界积分方程为： 
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           （16） 

其中，Hij,Gij分别为式（9）中的矩阵块，上式可写为： 
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令： 
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其中， 
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i hu   ， i h                   （20） 

组装之后为： 

      
11 12 13 13 11 12 13

21 22 23 23 21 22 23

31 32 33 33 31 32 33

G H H G q H G G
G H H G u H u G q G
G H H G u H G G





           
                     
                   

β


         （21） 

解方程可求出u , q的值通过式（18）计算得到。 

2.2 多域边界面法中矩阵的组装 

以三个两两相交的立方体为例，推导多域问题的边界积分方程，如图 2： 

 
图 三个两两相交立方体示意图2  

在这个模型中，立方体 1 和立方体 2 相交于 12 , 立方体 1 和立方体 3 相较于 13 ，立方

体 2 和立方体 3 相交于 23 . 两个域相交处的温度边界和热流密度边界分别为： 

          i ju u                                          (22) 

                 i jq q                                          (23)           

立方体 1 的边界积分方程为： 
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其中，下标 d,n,r 分别表示第一个域温度边界、热流密度边界、对流边界所对应的系数矩阵

块。下标 2、3 表示第一个域分别与第 2、第 3 个域相交边界所对应的系数矩阵块。加入边

界条件： 

1
du u ， 1

nq q ， 1
ru u                           (25) 

并且将式(18)代入，之后把未知量移到左边，已知量移到右边，可得： 
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类似立方体 1，立方体 2 和立方体 3 也分别有如下重新组装的边界积分方程： 
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再加入交界面的边界条件，记 k k k
ir ir irF H G   , 把式(26)(27)(28)整合到一起，有： 
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3 数值算例 

本章分析图 3 所示水坝结构在固定水温及固定空气温度的边界条件下，坝体内温度的分

布情况。 

 

图 3 某重力坝段结构示意图 

3.1 混凝土水坝模型 

如图 3 所示，考虑对称性，模型厚度取为 20m。基岩高 270m，宽 471m。基岩上的坝

体高度为 171m，不均匀地分为 62 层（与建设过程保持一致），第一浇筑层底部与基岩接触

部分宽 157m。大坝模型左侧为上游面，右侧为下游面，上游面假设蓄水高度为 375m，距

坝体最顶端 9m。 

3.2 大坝的材料参数 

坝段建造采用两种不同的混凝土材料： 

1）基岩材料视为与第一二浇筑层相同，热传导系数：8.776 0/ ( )kJ m h C ，密度：

2450 3/kg m ，比热：0.9627 0/ ( )kJ kg C ； 



  2）其他浇筑层：热传导系数：9.27 0/ ( )kJ m h C ，密度：2400 3/kg m ，比热：

0.9627 0/ ( )kJ kg C 。 

3.3 边界条件 

基岩左右两侧及底部绝热，模型厚度方向前后面绝热。上游面 375m 高度以上、顶部表

面、下游面添加空气边界，当地年平均气温为 20.7 0C。上游面蓄水区添加水温边界条件，

其中水温边界如下： 

1）水温在在深度 0-123.4m 随深度拟合为线性变化，其拟合函数为： 

20.7 0.0591572*wT h                     （30） 

2） 在距水面 123.4m 以下，温度取深水温度 13.4 0C。 

3.4 网格 

为做对比分析，除了使用边界面方法分析之外，还采用基于有限元方法的商用软件

ABAQUS 11.0 对此结构进行稳态热分析，在分析过程中一共使用了 47432 个二次六面体单

元，共计 272300 个计算节点，如图 4 所示。 

 
图 4 有限元网格 

 

在使用边界面法进行分析的过程中，共划分 6494 个二次单元（包括三角形单元和四边

形单元），共 29139 个计算节点，如图 5 所示。 



 
图 5  BFM 网格 

 

3.5 边界面法求解结果以及和有限元的对比 

图 6 为 ABAQUS 与 BFM 温度分布的计算结果对比。 

 

 

  （a）有限元（Abaqus）计算结果               （b）BFM 计算结果 

图 6 有限元与 BFM 温度分布对比 

 

对比上图，可以看出边界面法分析结果与 ABAQUS 分析结果高度一致。因此，边界面

法应用于大规模工程结构的稳态热分析，具有良好的精度。并且，使用边界面法消耗较少的

人力，具有更高的计算效率。 



4 结论 

本文用边界面法解决了含有 62 个浇筑层的大坝的稳态热传导问题。通过和有限元法的

对比，证明了计算结果的正确性。说明本文所提出的多域边界面法可以应用在大规模工程问

题中的稳态热分析中。 

在后续工作中，我们将实现多域边界面法在瞬态热传导问题中的应用，并且考虑通过优

化矩阵的组装方式，来进一步提升计算效率。 
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