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摘要 

    在实际的工程中，经常会遇到大量的接触问题。在机械工程中,汽车车身冲

压、机车车轮与钢轨之间、齿轮的啮合、汽车的摩擦制动等都是典型的接触问题。

在水利和土木工程中，建筑物基础与地基、混凝土坝分缝两侧、地下洞室衬砌与

围岩之间等都存在接触问题。最早对接触问题进行系统研究的是 H. Hertz，他于

1882 年发表了具有开创性的论文“On the contact of elastic solids”，首次建立了

理想接触体之间相互无摩擦接触的公式并解答了相关问题，提出了经典的 Hertz
弹性接触理论。之后的很长时间里，许多学者都致力于研究相关的接触问题的求

解方法，但都是只能解决形状简单（如半无限大体、球体等）、接触状态不复杂

的接触问题，这些解析的方法在实际工程的应用中受到很大限制。 
     在过去几十年中，由于数值计算方法有了很大发展，实际工程中相对复杂

的接触问题也能够通过数值计算方法得到解决。接触问题的数值方法中使用的数

学模型有增量迭代法、Langrange 乘子法、罚函数法和数学规划法等
[1]
。其求解

方法主要是有限元法(FEM)和边界元法(BEM)。相比之下，有限元法在弹性接

触问题方面的数学理论已经比较成熟，如 MARC、ANSYS、ABAQUS 和

HyperWorks 等现有的一些大型有限元商业软件都可以对实际工程中相对复杂的

接触问题进行数值模拟。但是往往需要使用大量的单元和节点来建立接触问题的

有限元模型，计算代价很高；实际上，接触问题属于边界条件非线性问题，接触

区的边界条件未知，通常需要多次迭代来确定接触区的大小；而边界元法只对求

解域的边界进行离散，然后利用边界积分方程来进行接触问题的求解。这样，不

需要对域内进行离散，计算规模降低一维；而且，数值计算结果的应力与位移具

有同等的精度。有限元法中，应力是由位移通过求导和虎克定理间接求得的，应

力的精度比位移低
[2]
。在工程接触问题中，应力往往是重点关注的物理量。 

边界面法是张见明等
[4-7]

在边界元法和边界点法的基础之上提出的，该方法仍

以边界积分方程为基础；与传统边界元法不同，边界面法的实现是直接基于 CAD

软件系统的边界表征的几何造型数据结构，不论是对边界的数值积分还是对场变

量的插值都是在实体边界曲面的二维参数空间里进行，这样可以避免在数值积分

时引入几何误差
[6-7]

。 

本文利用边界面法分析三维弹性共形接触问题。在共形接触中，由于接触区

大小已知，与加载的大小无关，因此，只需要一个全量加载过程
[8]
。三维弹性接

触问题的边界积分方程为： 
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其中， 表示主从接触体， 分别表示非接触边界和接触边界； BAK , K
c

K
nc DD  ,

在非接触边界处存在面力边界条件或位移边界条件；而在接触边界上，节点的面

力和位移变量均为未知量。因此，需要根据弹性接触和摩擦条件，在接触区的节

点处建立补充方程；本文采用形函数法来模拟节点的接触关系，即通过在节点相

接触的单元内的形函数插值来建立节点处的接触方程
[3-5]

。以粘着状态为例， 
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其中， 为节点接触单元的形函数， 为节点接触单元的节点变量；而

滑移状态下，切向约束关系失效，此时，利用库伦摩擦定律，由法方向面力和切

方向面力的关系建立约束方程。在每一个增量步内，通过多次迭代求解来最终确

定接触区大小，同时，将各增量步的节点物理量值相叠加，最终，增量步结束后

即得接触问题的计算结果。 
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