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摘要 

本文利用非线性的几何关系直接基于三维弹性理论导出了增量形式的弹性屈曲微分方程，并应用边

界面法(BFM) [1]和双重互易法(DRM)实现了三维弹性屈曲分析。在传统的屈曲分析中，都是基于杆、

板、壳等薄型结构的变形假设提出不同类型的屈曲方程，本文试图放弃杆板壳的变形假设，直接基

于三维弹性理论导出屈曲方程的一般形式。结构的屈曲实质上是由于存在多种平衡状态，这在数学

上表现为微分方程的多解性，揭示出屈曲问题的非线性性质。在变形特点上，屈曲变形多具有小应

变大转动的特点，这类问题又被称为有限位移问题[2]，其位移-应变关系不可用小变形假设模拟，而

必须采用非线性的几何关系，即格林(Green)应变张量，同时其平衡方程也不能在变形前的位形上建

立，而要在屈曲后位形上建立。应用能量驻值原理获得三维弹性屈曲方程的增量形式： 
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略去（1）中高阶增量，假设前屈曲状态符合小变形假设，则可略去初位移项，设初应力项中包含

一载荷因子 p  。假定物理关系是线性的，即满足广义胡克(Hooke)定律，最后方程（1）可简化为： 
(0)

, , ,( ( ) )ij k ij k jj j jkp u Gu G u  0                                                          （2） 

方程（2）即是我要求解的特征屈曲方程。 

本文将在边界面法的框架下实现三维实体结构的特征屈曲分析。针对方程（2）的形式特点，采用

开尔文(Kelvin)基本解，导出屈曲问题的边界积分方程， 
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由于开尔文基本解所满足的微分方程并非原问题的方程，导致边界积分方程（3）出现域内积分项，

我们将应用双重互易法[3-5]进行处理，将方程（3）中的域内积分项转化到边界上的积分。利用互易

原理将方程（3）中的域内积分项转化为： 
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建立屈曲问题的离散格式，得到用矩阵形式表示的屈曲方程： 
1 1ˆˆp (  Hu - Gp = (Hu - Gp) F σF F u)                                                                    (5) 

引入屈曲问题的增量边界条件，组装成标准的特征值问题的形式： 
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其中
1

p
   。最后用奇异值分解（QR）算法求解非对称矩阵 的特征值及特征向量，得到的特征

值的倒数 即为屈曲问题的临界载荷，特征向量是各结点的位移增量，即为对应的屈曲模态。 
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Numerical Example ： 

 
图1：矩形板四边简支对边受压模型 

几何参数：矩形板长宽为  ，厚度200 200 2t  。 
材料参数：弹性模量 ，泊松比1.0 11E e 0.25   。 
载荷及约束：为模拟四边简支单向受压矩形板屈曲问题，给定法向沿 x、y 轴的四个面的 z 向位移为

0，法向沿 x 轴的两个对面给定各 1000 帕的面压力。 
边界面法结果： 
最低临界载荷：  75.19511 10crp  
相应模态：在四边简支板的模态分析中，求出的位移增量包含三个方向的位移，x，y 方向的位移要

比 z 方向的位移小 2 个以上的数量级，因此，z 方向的位移增量是研究薄板屈曲模态主要的量，现

在 平面 上取一定数量的代表性的点，来考查它们在 z 方向的位移增量，如下表所示。 1.0z  
表1：薄板屈曲模态的结点值 

坐标值（x, y） (-75.0, -75.0) (-25.0, -75.0) (25.0, -75.0) (75.0, -75.0) 

z向位移 0.035325 0.105942 0.105938 0.035309 

坐标值（x, y） (-75.0, -25.0) (-25.0, -25.0) (25.0, -25.0) (75.0, -25.0) 

z向位移 0.105960 0.318158 0.318154 0.105941 

坐标值（x, y） (-75.0, 25.0) (-25.0, 25.0) (25.0, 25.0) (75.0, 25.0) 

z向位移 0.105955 0.318158 0.318156 0.105941 

坐标值（x, y） (-75.0, 75.0) (-25.0, 75.0) (25.0, 75.0) (75.0, 75.0) 

z向位移 0.035322 0.105943 0.105941 0.035310 

有限元法结果： 
最低临界载荷：  帕 75.7397 10crp  
一阶屈曲模态如下图所示： 
 

 

图 2：四边简支板屈曲的有限元法模态解 

结论：比较边界面法结果与有限元法结果，临界载荷解二者误差小于 10%，模态解相似，可认为应

用边界面法求解基于三维弹性屈曲分析的对薄板屈曲问题可行。 
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