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边界面法分析三维实体线弹性问题
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摘　要　论文利用以边界积分方程为理论基础的 边 界 面 法 分 析 三 维 实 体 的 线 弹 性 问 题．在 该 方 法 中，边 界 积

分和场变量插值都是在实体边界曲面的参数空间 里 进 行．积 分 点 的 几 何 数 据，如 坐 标、雅 可 比、外 法 向 量 都 是 直 接

由曲面算得，而不是通过单元插值近似，从而避免了几何误差．另外，该方法的实现是直接基于ＣＡＤ模型中的边界

表征数据结构，可以做到与ＣＡＤ系统无缝集成．在分析中，避免对结构作几何上的简化，结构的所有局部细节都按

照实际形状尺寸作为三维实体处理．应用实例表明，论文方法可以简单有效地模拟具有细小特征的复杂结构，可以

直接基于三维弹性理论求解薄型壳体结构，可以获得比有限元法更精确的计算结果．
关键词　边界积分方程，边界面法，ＣＡＤ模型，三维线弹性问题

０　引言

在结构 设 计 分 析 中，通 常 以 不 同 的 方 式 表 示

ＣＡＤ和ＣＡＥ模型，前者是连续的参数模型，而后者

是离散的网格模型．ＣＡＥ模型是利用网格生成器在

ＣＡＤ模型基 础 上 生 成 的，并 利 用 网 格 近 似 原 始 的

ＣＡＤ几何．对复杂结构，模型转化是一件费时、费力

的事，并且容易出错．ＣＡＥ分析所用的几何数据 是

基于网格单元通过分段多相式插值近似的，当网格

稀疏时，会产生明显的几何误差．几何误差从根本上

会导致计算精度降低，甚至对有些计算结果起着决

定性的 影 响［１－２］．在 自 适 应 分 析 中，需 要 反 复 地 与

ＣＡＤ系统进 行 交 互，而 每 个 阶 段 的 交 互 是 很 复 杂

的．两者模型的分离，使几何造型和结构分析成为两

个互相 独 立 的 过 程，不 便 于 反 复 修 改 和 测 试 设 计

变量［１－２］．
为了克服上述的缺点，Ｈｕｇｈｅｓ　Ｔ　Ｊ　Ｒ等［１，２］提

出了基于非均匀有理Ｂ样条（ＮＵＲＢＳ）的等几何分

析方法，直接在原始ＣＡＤ几何上对结构进行分析，
并取得了极有价值的成果．Ｗａｎｇ　Ｌ［３］通过几何细分

方法使边界 元 法（ＢＥＭ）与ＣＡＤ几 何 融 合 一 体．张

见明等［４－６］在边界元法［７］和边界点法［８，９］的基础上提

出了边界面法（ＢＦＭ），该方法的实现是直接基于边

界表征的几 何 造 型 数 据 结 构，可 以 做 到 与ＣＡＤ系

统无缝集成．该方法继承了以边界积分方程为基础

的边界类型方法的许多优良特点．例如，它只需要对

边界进行离散，使求解问题域降低一级，很大程度上

简化了网格生成过程；也可以方便地求解无限域和

奇异性等问题．重要的是，这种方法具有等几何分析

的特点．例如，不管以多么粗糙的网格离散，分析几

何是精确的；在自适应网格细分过程中，不需要再与

ＣＡＤ系统进 行 反 复 地 交 互，使 自 适 应 分 析 变 得 简

单；计算结果精度高，在分析弹性问题时应力与位移

具有同等精度．
在边界面法，不论是对边界的数值积分还是对

场变量的插值都是在边界曲面的二维参数空间里进

行［４－６］．该方法需要将每个参数曲面离散成若干个参

数曲面单元．每个单元定义在所在曲面的二维参数

空间，而非三维物理空间．这种曲面单元相当于分片

曲面（ｓｕｒｆａｃｅ　ｐａｔｃｈ），保持了曲面的原始几何信息．
在数值积分过程中，被积函数的几何变量，比如高斯

积分点的坐标、雅可比、外法向量是直接通过曲面单

元中的曲面参数变量计算获得，而不是通过分段多

项式插值近似的．
边界面法已成功地运用于分析三维位势问题，

并且显示了其独特的优点．本文将该方法运用于分

析三维线性弹性问题．在分析中，不对实体结构进行
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简化，直接根 据 其 三 维ＣＡＤ模 型 的 边 界 表 征 数 据

结构对实体边界进行离散，离散网格保留了原始实

体的几何信息．实体中的几何细小特征，如机械结构

中的倒角、焊缝、退刀槽等，都按照实际形状尺寸作

为三维实体处理．对细长、薄型结构，不采用抽象的

一维、二维单元，也直接作为三维实体来处理．文中，
首先给出三维线弹性问题的边界积分方程，并基于

离散方程讨论边界面法求解弹性问题的特点．然后，
利用边界面法求解薄型壳体结构和具有细小圆角的

复杂结构，并且取得了极有价值的结果．

１　边界积分方程及其离散格式

不计体力，三维线弹性问题的正则边界积分方

程为［１０］：

０＝∫Γｕ＊ｌｋ（Ｐ，Ｑ）ｔｋ（Ｐ）ｄΓ（Ｐ）－∫Γｔ＊ｌｋ（Ｐ，Ｑ）［ｕｋ（Ｐ）－
　　ｕｋ（Ｑ）］ｄΓ（Ｐ），　Ｑ∈Γ （１）
式中ｕｋ 和ｔｋ 分 别 位 移 和 面 力，Ｐ、Ｑ分 别 为 场 点 和

源点，Γ为求解域边界；ｕ＊ｌｋ、ｔ＊ｌｋ 分别为位移和面力基

本解（Ｋｅｌｖｉｎ’ｓ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ），其公式为：

　

ｕ＊ｌｋ＝ １
１６πＧ（１－ν）ｒ

［（３－４ν）δｌｋ＋ｒ，ｌｒ，ｋ］

ｔ＊ｌｋ＝ －１
８π（１－ν）ｒ２

ｒ
ｎ
［（１－２ν）δｌｋ＋３ｒ，ｌｒ，ｋ］｛ －

　　（１－２ν）（ｒ，ｌｎｋ－ｒ，ｋｎｌ ｝）
　　（ｌ，ｋ＝１，２，３

烅

烄

烆 ）

（２）

式中Ｇ、ν分别为剪切模量和泊松比，ｎ为场点Ｐ 在

边界上的单位外法向量，其分量为ｎｉ（ｉ＝１，２，３），ｒ
为Ｐ、Ｑ两点间的欧氏空间距离．方程（１）是传统边

界积分方程的弱奇异形式，在该离散方程中不需要

计算奇异积分［１０］．
用边界面法求解边界积分方程（１）时，需要将求

解域边界离散成若干个（ＮＥ）边界单元Γｊ 和相应的

Ｎ 个节点．将边界上位移和面力分别表示为Ｎ 个节

点的值插函数为：

ｕｋ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ^ｕｉｋ，　ｔｋ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Φｉ^ｔ　ｉｋ （３）

式中Φｉ 为形函数．
将边界离散 后，将 式（３）代 入 式（１），可 以 把 式

（１）的边界积分方程离散为关于Ｎ 个节点３　Ｎ 个未

知量的方程，即：

０＝∑
ＮＥ

ｍ＝１∫Γｍｕ＊
ｌｋ（Ｐ，Ｑ）∑

Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（Ｐ）^ｔｉｋｄΓ（Ｐ）－

∑
ＮＥ

ｍ＝１∫Γｍｔ＊ｌｋ（Ｐ，Ｑ）∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（Ｐ）^ｕｉｋ｛ －

∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（Ｑ）^ｕｉ｝ｋ ｄΓ（Ｐ） （４）

方程（４）组装成矩阵形式为：

Ｈ^ｕ－Ｇ^ｔ＝０ （５）
求解方程（５），就可以得到所有节点上未知量的位移

和面力值．根据节点上的值，相应地可以求得边界上

和域内任意一点的位移和应力［７，１０］．
在离散方程中，虽然将边界离散为单元，但每个

单元定义在曲面的参数空间，参数单元保持了曲面的

原始几何数据．每个单元里的计算几何变量直接由相

应的曲面参数变量计算得到，避免了由单元节点值插

值近似．在传统边界元法中，几何变量和未知场变量

都通过分段多项式插值近似，在边界面法里只对场变

量进行插值，且插值在曲面的参数空间里进行．对边

界面法，边界积分和变量插值都直接 在 以 边 界 表 征

的ＣＡＤ实体 边 界 曲 面 的 参 数 空 间 里 进 行，这 是 区

分于传统边界元法的本质特点．由方程（４）可知，数

值计算结果的应力与位移具有同等的精度，而在有

限元法计算结果的应力精度比位移精度低一阶［７］．
方程（４）中的基本解是精确满足问题区域内部的微

分方程，只是在边界上对变量采用近似模拟，在内部

不存在近似．而在有限元法中，在每个单元上不仅对

变量作了近似，而且几何形状进行了近似模拟，因此

增加了有限元的“刚性”，这与实际不尽一致，影响了

计算精度［７］．因此，基于边界积分方程的边界面法在

分析结构应力方面比有限元法有明显的优势．
在曲面参数空间里离散，不但使参数网格保持

了精确的几何信息，而且可以有效地离散较复杂的

曲面模拟复杂结构．如图１所示碳纳米复合材料模

型，该结构为张见明等在做纳米复合材料研究中的

代表模型［１１］．该结构中所有复杂纳米体元的边界直

接在其对应的曲面参数空间离散，精确而且有效地

模拟了这种复杂结构．对这种复杂结构，在有限元法

中很难得到合适的体网格离散，同样对边界元法也

需要高质量的边界单元来模拟复杂边界．
在曲面参数空间里，可以利用移动最小二乘法

（ＭＬＳ）［９］、非均匀有理Ｂ样条（ＮＵＲＢＳ）［１２］、分段多

项式［５］等方法对未知变量进行插值逼近．如果利用

ＭＬＳ等无网格法中的变量逼近方法时，边界面法具

有像边界点 法、杂 交 边 界 点 法 等 无 网 格 法［８，９］的 特

点，曲面单元仅作为背景积分单元．如果利用分段多
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图１　碳纳米复合材料模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｃａｒｂｏｎ　ｎａｎｏｔｕｂｅｓ　ｂａｓｅｄ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ

相式插值，边界面法具有基于网格插值边界元法的

特点，可以更有效地处理具有任意裁剪和细小特征

结构的实体问题．在该法的程序实现框架中，建立了

统一的实现不同插值方法的数据结构，从而可以根

图２　边界变量

Ｆｉｇ．２　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖａｒｉａｂｌｅｓ

据不同的结构采用合适的插值方式，使边界面法的

实现灵活自由．如 图２（ａ）所 示 肘 形 弯 管［４］，其 表 面

的边界变量 利 用 ＭＬＳ进 行 逼 近，图 中 的 曲 面 参 数

单元作为背景积分单元，每个背景单元里的中心点

为 ＭＬＳ插值点．在图２（ｂ）中，利用分段多相式插值

具有细小孔平面上的未知变量，在曲面的边界上采

用非连续单元，而在内部利用连续单元［５，６］．这种单

元的分布方式有利于灵活离散实体边界，可以采用

不同密度的网格有效地离散复杂结构．在离散的边

界积分方程中，不要求插值形函数的连续性，因此在

边界面法采用非连续单元是满足理论要求的，而在

有限元法中是不可行的．

２　应用实例与讨论

２．１　薄型圆柱壳体问题

薄型圆柱壳体的几何结构和尺寸如图３所示，

图３　薄型圆柱壳体结构和计算点分布

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｉｎ　ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ　ｓｈｅｌｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ａｎｄ　ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔｓ

圆柱的厚度为０．０２，其半径与厚度的比为１００．圆柱

两端固定，内部承受大小为１０的均布压力，材料的

弹性模量为１８００，泊松比为０．２５．两端固定使圆柱

的端面附近产生边界层效益，利用有限元法很难模

拟这种现象．基 于 壳 理 论，该 问 题 的 径 向 位 移 精 确
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解为［１］：

ｕ（ｘ）＝－ＰＲ
２

Ｅｔ
［１－Ｃ１ｓｉｎ（βｘ）ｓｉｎｈ（βｘ）－

Ｃ２ｃｏｓ（βｘ）ｃｏｓｈ（βｘ）］，　ｘ∈ －Ｌ２
，Ｌ（ ）２ （６）

式中：

Ｃ１＝ｓｉｎαｃｏｓｈα－ｃｏｓαｓｉｎｈαｓｉｎｈαｃｏｓｈα＋ｓｉｎαｃｏｓα
（７）

Ｃ２＝ｃｏｓαｓｉｎｈα＋ｓｉｎαｃｏｓｈαｓｉｎｈαｃｏｓｈα＋ｓｉｎαｃｏｓα
（８）

β＝
Ｅｔ
４Ｒ２（ ）Ｄ

１／４

，　α＝βＬ２
，　Ｄ＝ Ｅｔ３

１２（１－ν３）
（９）

尽管该壳体结构非常薄，在利用边界面法分析

时，没有根据壳体理论采用抽象单元，而是直接基于

三维实体弹性理论进行分析．壳体的边界离散如图

４所示，参数曲面单元和节点数分别为５１０、１６４８．在
圆柱面端面附近采用较密的网格，为有利地计算端

面处的边界层现象．在圆柱面上采用二次单元，而在

较薄的端面上利用线性单元．图４显示了端面网格

的分布模式，沿径向方向只分布１个单元，沿圆周方

向分布８个单元．由于这些单元是定义在端面的参

数空间，较少的单元就能精确的模拟端面几何，而有

限元法就很难精确模拟这种特征．

图４　薄型圆柱壳体边界网格

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｉｎ　ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ　ｓｈｅｌｌ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｍｅｓｈ

　　计算点分布在两端点为（－２．０１，０．０，－４．９９）、
（－２．０１，０．０，４．９９）的直线上，如图３所示．利用边

图５　薄型圆柱壳体计算点径向位移

Ｆｉｇ．５　Ｒａｄｉａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔｓ

ｆｏｒ　ｔｈｉｎ　ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ　ｓｈｅｌｌ

界面法获得计算点的径向位移所图５所示，可以看

出边界面法计算结果拟合的曲线与精确解很相近，
并且在端面处体现了位移边界层现象．图６显示了

沿计算点所在直线上ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力分布趋 势，很

好地表现了端面附近的应力边界层现象．有限元法

的应力计算精度低，其计算结果很难体现这种应力

集中现象．

图６　薄型圆柱壳体计算点ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力

Ｆｉｇ．６　ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ　ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔｓ　ｆｏｒ

ｔｈｉｎ　ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ　ｓｈｅｌｌ

该实例说明了边界面法基于三维弹性理论成功

地分析了薄型壳体结构．利用该方法分析薄型结构，

数值计算时会产生大量的近奇异积分［１３］．能否有效
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地计算近奇异积分是分析成败的关键所在．本文采

用参考文献［９］中的处理近奇异积分技术较精确地

计算了近奇异积分．
２．２　三通体混合边界值问题

利用边界面法分析具有细小倒圆角的三通体混

合边 界 值 问 题，并 与 有 限 元 法 进 行 比 较．该 实 体

ＣＡＤ几何结构和边界条件如图７所示，在ｆａｃｅＡ 面

上约束沿坐标ｘ、ｙ、ｚ方向的 位 移，在ｆａｃｅＢ 面 上 施

加大小为５００Ｎ／ｍｍ２ 均布拉力．材料的弹性模量为

１０００００ＭＰａ，泊松比为０．２５，不计重力．
利用边界面法和有限元法根据不同的离散方案

计算该问题，并比较４２个给定计算点的沿坐标ｙ方

向位移和ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力值．计算点为图７所示，均

匀分布在倒圆角曲面上．有限元法分析是利用成熟

的商 业 有 限 元 软 件 ＭＳＣ．Ｐａｔｒａｎ／Ｎａｓｔｒａｎ完 成 的．
边界面法分析利用的两种离散方案，其单元数都为

２４８６．其中一种方案在倒圆角面上采用二次单元，其
余处为线性单元，而另一种方案都采用线性单元．有
限元法一种方案利用的线性四面体单元和节点数分

别为３２１１５３、６０４４４，另一种方案利用的二次四面体

单元和 节 点 数 分 别 为３６７０２、５６０３０．图８显 示 了 其

中的两种离散方案，（ａ）为边界面法边界离散模型，
其边界单元和节点数分别为２４８６、１７８２；（ｂ）为有限

元 法 体 离 散 模 型，其 体 单 元 和 节 点 数 分 别 为

３２１１５３、６０４４４．

图７　三通体边界条件和计算点分布

Ｆｉｇ．７　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ

ｐｏｉｎｔｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｏｌｉｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｈｏｌｅｓ

　　图９（ａ）和９（ｂ）分别显示了图８中边界面法和

有限元法模型中倒圆角处的局部网格．可以明显地

图８　（ａ）ＢＦＭ边界离散（１７８２节点）

（ｂ）ＦＥＭ体离散（６０４４４节点）

Ｆｉｇ．８　（ａ）Ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ＢＦＭ （１７８２ｎｏｄｅｓ）；

（ｂ）Ｄｏｍａｉｎ　ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ＦＥＭ （６０４４４ｎｏｄｅｓ）

图９　（ａ）ＢＦＭ圆角处局部网格

（ｂ）ＦＥＭ圆角处局部网格

Ｆｉｇ．９　（ａ）Ｌｏｃａｌ　ｍｅｓｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｌｌｅｔｅｄ　ｃｏｒｎｅｒ　ｆｏｒ　ＢＦＭ；

（ｂ）Ｌｏｃａｌ　ｍｅｓｈ　ｏｆ　ｆｉｌｌｅｔｅｄ　ｃｏｒｎｅｒ　ｆｏｒ　ＦＥＭ

看出，图９（ａ）曲面网格精确地模拟了细小圆 角，而

图９（ｂ）利用体网格近似模型具有明显的几何误差．

边界面法的网格定义在曲面的参数空间，可以很方

便精确地模拟圆角等细小几何特征．有限元法的网

格定义在三维物理空间，需要较精细的网格才能模

拟细小几何特征．用精细的网格会明显增加有限元

的计算规模，通常将细小特征忽略，而细小特征往往

是应力集中的地方．在该实例中的倒圆角处就是应

力集中部位，不能忽略．
各种方案分析结果的沿ｙ方向位移分量和ｖｏｎ

Ｍｉｓｅｓ应力分别如图１０、１１所示．从图１０看出ＢＦＭ
和ＦＥＭ计算结果的沿ｙ方向位移分量曲线基本重

合，说明ＢＦＭ和ＦＥＭ在计算位移时都具有很好的

精度．从图１１表可以看出ＢＦＭ 倒圆角处的应力计

算结果曲线对称且相对光滑（由于结构和边界条件

的对称性，倒圆角处的应力分布是对称的），而ＦＥＭ
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图１０　计算点沿坐标ｙ方向位移分量比较

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ｉｎ　ｚｃｏ－
ｏｒｄｉｎａｔｅ　ａｘｉｓ　ｏｆ　ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔｓ

图１１　计算点ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力比较

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ

ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔｓ

应力曲线不太对称且波动很大．在节点数量相当的

情况下，ＢＦＭ用线性单元计算值与 二 次 单 元（只 在

倒圆角曲面 上 用 二 次 单 元）计 算 结 果 相 差 不 大，而

ＦＥＭ用线性单元计算值与二次单元计算结 果 相 差

较大．ＦＥＭ利用二次单元计算的应力与ＢＦＭ 计算

结果相 近．实 例 说 明 了ＢＦＭ 计 算 应 力 结 果 更 能 反

映真实情况，并且计算 结 果 稳 定 可 靠．ＢＦＭ 用 相 对

较少节点数的计算结果比用较多节点数的ＦＥＭ 计

算结果 好，这 说 明 了ＢＦＭ 在 结 构 应 力 分 析 方 面 明

显优于ＦＥＭ．

３　总结

本 文 利 用 边 界 面 法 分 析 三 维 实 体 的 线 弹 性 问

题．该方法是以边界积分方程为理论基础的，只需要

求解域的边界离散，计算精度高，在分析弹性问题时

应力与位移具有同等的精度．边界面法的实现是直

接基于ＣＡＤ造 型 中 的 边 界 表 征 数 据 结 构，可 以 做

到与ＣＡＤ系 统 的 无 缝 集 成，可 以 避 免 计 算 几 何 误

差．只需要ＣＡＤ实体边界曲面的参数离散，边界积

分和变量插值都直接在曲面的参数空间里进行．在

分析线弹性问题时，不对实体做几何上的简化，所有

结构（包括细长和薄型结构），从整体到局部细节都

按照实际形状尺寸作为三维实体处理．
在分析薄型圆柱壳体时，计算结果的径向位移

和ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力都能明显地反映边界层现 象．该

实例说明了本文方法可以直接基于三维弹性理论有

效地求解壳体结构．分析具有细小圆角的三通体时，
边界面法与有限元法进行了比较，其结果说明了边

界面法可以用较少曲面单元就能获得需要用较多体

单元有限元法计算结果的同等位移精度，并且应力

精度还比有限元法高．该实例也说明了边界面法可

以简单精确地模拟具有细小特征的复杂结构．后续

的工作 是 将 边 界 面 法 与 多 域 算 法、快 速 算 法 相 结

合［１４］，以求解任 意 复 杂 几 何 形 状、任 意 材 料 构 成 的

大规模复杂工程问题．
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